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Nome e cognome:

Matricola:

Durata: 2 ore. Nessun materiale € consultabile.
Nessun device deve essere usato.

Esercizio 1.

(a) Si consideri la funzione

log(1+(zy)*
Sy = R @ £0.0)
0 (z,y) = (0,0)
Si dimostri che € continua, che esistono le derivate parziali, e che
quest’ultime sono continue.

(b) Si dimostri che la funzione ¢ anche differenziabile. (Utilizzare il
Teorema del differenziale totale o in alternativa la definizione di dif-
ferenziabilita).

Esercizio 2. Si determini il raggio di convergenza della serie
0o _n2
Z (1 + 2) x>,
n=1
Esercizio 3.
Verificare che per la funzione
f(,y,2) = —22° + 4> + 2y + 2+ €*

vale il Teorema del Dini nel punto (zo, yo, z0) = (0, —1,0), in particolare che
implicitamente z puo essere scritta come funzione di (x,y). Dare l’'equazione
del piano tangente a z(z,y) nel punto (zo,yo) = (0, —1).

Esercizio 4.

(a) Enunciare il Teorema della Divergenza (detto anche Teorema di
Gauss).
(b) Calcolare il flusso del campo vettoriale F'(x,y, z) = (z, 3y, —2z) us-

cente attraverso la superficie data dall’unione del cerchio di raggio
unitario centrato in (z,y) = (0,0) sul piano z =0, e

E:{($797Z)GR3|Z:1_952—3/2, 0§Z§1}
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Soluzioni
1. La funzione in (z,y) # (0,0) & regolare. Studiamo quindi solo l'origine.
Passando a coordinate polari, si ha che
log(1 + pB(cos @ sin 6)*)
2
quindi & continua (si pud dedurre anche con Taylor...). Per la derivabilita
rispetto a z si ha

0< < Cp® -0,

h—0 h h—0 h
Data la simmetria f(z,y) = f(y,z) si conclude la stessa cosa per la deriv-
abilita in y. Derivando rispetto a x la f in (z,y) # (0,0) si ha
3,402 2
% —2xlog(1 + (2y)*)

Di nuovo con coordinate polari si vede che

lim 9, f(z,y) =0 = d,£(0,0),
o) f(z,y) f(0,0)

quindi la derivata parziale d, f & continua. Per simmetria vale lo stesso per
Oyf.

1b. Per il Teorema del differenziale totale, la funzione e differenziabile in
(0,0) poiche per quanto visto al punto precedente la funzione ¢ C*.

2. Con il cambio di variabile 22 = vy, riscriviamo

ni::l (1 + Z)nz y". (1)

Utilizzando il criterio della radice, otteniamo

2\ ™ 2\ ™"
Ezlimn<1+) = lim (1+> =e 2.
n—o0 n n—o00 n

Quindi (per la serie ) il raggio di convergenza ¢ R = % = 2, e dunque
per la serie originaria R = e.

3. La funzione ¢ C!. Inoltre, f(0,—1,0) = 0, d,f(x,y,2) = 1 + €7, che
valutata in (xo, yo, 20) vale 0, f(0,—1,0) = 2 # 0, pertanto valgono le ipotesi
del Teorema del Dini, quindi esiste z = z(z, y) tale che f(z,y,z(x,y)) = 0in
un intorno di (zg,yo) = (0,—1), 2(0,—1) = 0, con z derivabile con derivate

o ol
o.f’ o.f

In particolare 0,2(0, —1) = 0 e dyz(0,—1) = 0. Quindi I’equazione del piano

tangente a z(z,y) nel punto (0,—1) &

Opz(x,y) = Oyz(x,y) =

z =20+ (Vz(xo,0), (x — z0,y — y0)) = 0.
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4a. Se D & un dominio semplice in R? con frontiera X regolare a pezzi e
orientabile, allora se F' & campo vettoriale C1(D)

// V-Fdxdydz://F-neda.
D b

4b. Utilizziamo il Teorema del punto precedente affermando che il flusso
¢ uguale all’integrale di volume il cui bordo & la superficie come descritta.
Osserviamo che ¢ una sezione di paraboloide. Inoltre, la divergenza del
campo e V- F' = 2, quindi, integrando per fili e passando a coordinate polari

si ha
1—172—y2
Flusso = / V- Fdxdydz = 2/ / 1dz | dxdy
Q z2+92<1 0

2r 1 1
—2/ / p(l—pQ)dpd9—47r/ p(1 —p?)dp = .
o Jo 0



